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1 愛因斯坦場方程 重力波

1 愛愛愛因因因斯斯斯坦坦坦場場場方方方程程程

1.1 真真真空空空場場場方方方程程程

要推導真空中場方程，我們首先需要「愛因斯坦-希爾伯特作用量(Einstein-Hilbert action)」，

其定義如下：

SG =
1

2κ

∫
R
√
−g d4x (1.1)

為使作用量為最小值，我們可以使用變分法：

δSG = 0 (1.2)

由於R = Rµνg
µν， δSG可以寫成：

δSG =
1

2κ

∫ (
gµν

√
−g δRµν +Rµν δ

[
gµν

√
−g
])

d4x (1.3)

首先討論第一項。考慮一個坐標系，使得里奇曲率張量消到只剩兩項：

Rµν = Γλ
µν,λ − Γλ

µλ,ν (1.4)

因此：

δRµν = δΓλ
µν,λ − δΓλ

µλ,ν = (δΓλ
µν),λ − (δΓλ

µλ),ν (1.5)

將兩邊乘上度規張量，並交換一些上下標：

gµν δRµν = (gµνδΓλ
µν − gµλδΓν

µν),λ (1.6)

定義右式為一個向量 A⃗：

Aλ ≡ gµνδΓλ
µν − gµλδΓν

µν (1.7)

因此，(1.6)式可以變成：

gµν δRµν = Aµ
,µ (1.8)

注意到右式就是 A⃗的散度，如果我們對全空間做體積分，(1.3)式的第一項會變為面積分；又度

規張量及其變化量在無窮遠處會趨向於 0，因此面積分也為零：∫
R4

(gµν
√
−g δRµν) d

4x = 0 (1.9)

而對於第二項，先計算 δ
√
−g。由連鎖率：

δ
√
−g =

(
∂
√
−g

∂gαβ

)
δgαβ = − 1

2
√
−g

(
∂g

∂gαβ

)
δgαβ (1.10)

有著作權，侵害必究 1



Ch
oc
om
in
t

1 愛因斯坦場方程 重力波

注意到
∂g

∂gαβ
= ggαβ (1.11)

因此：

δ
√
−g =

1

2

√
−g gαβ δgαβ (1.12)

再來計算 δgµν。考慮度規張量及其反矩陣乘積之微小變化：

δ(gµαgαβ) = 0 (1.13)

可得：

δgµν = −gαµgβνδgαβ (1.14)

綜合(1.12)式與(1.14)式，我們可以得到：

δ
[
gµν

√
−g
]
=

√
−g

(
δgµν +

1

2
gµνgαβδgαβ

)
=

√
−g

(
δgµν − 1

2
gµνgαβδg

αβ

) (1.15)

將上式代入(1.3)式，可以得到：

δSG =
1

2κ

∫ √
−g

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
δgµν d4x (1.16)

又 δSG = 0，因此我們可以得到「真空場方程」：

Rµν −
1

2
Rgµν = 0 (1.17)

或者我們定義「愛因斯坦張量」：

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν (1.18)

因此：

Gµν = 0 (1.19)
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1 愛因斯坦場方程 重力波

1.2 物物物質質質與與與能能能量量量

若空間中含有能量/質量，這時候我們需要考慮另一個物質能量的作用量：

SM =

∫
LM

√
−g d4x (1.20)

其中，LM為物質與能量的拉格朗日量密度。如此，我們的變分式變為：

δ(SG + SM) = 0 (1.21)

考慮LM

√
−g的微小變化，並且LM只跟度規張量與其微分有關：

δ
[
LM

√
−g
]
=

∂
[√

−gLM

]
∂gµν

δgµν +
∂
[√

−gLM

]
∂gµν,λ

δgµν,λ (1.22)

定義一個向量 B⃗：

Bλ =
∂
[√

−gLM

]
∂gµν,λ

δgµν (1.23)

其散度為：

Bλ
,λ =

{
∂
[√

−gLM

]
∂gµν,λ

}
,λ

δgµν +
∂
[√

−gLM

]
∂gµν,λ

δgµν,λ (1.24)

因此(1.22)式可以改寫為：

δ
[
LM

√
−g
]
=

∂
[√

−gLM

]
∂gµν

δgµν −

{
∂
[√

−gLM

]
∂gµν,λ

}
,λ

δgµν +Bλ
,λ (1.25)

最後一向同樣會在對窮空間積分後變為 0，因此：

δSM =

∫ ∂
[√

−gLM

]
∂gµν

−

{
∂
[√

−gLM

]
∂gµν,λ

}
,λ

 δgµν d4x (1.26)

對於一個系統，若其拉格朗日量密度為LM，一個對稱的「能量-動量張量(Energy-Momentum

Tensor)」被定義為：

Tµν = − 2√
−g

∂
[√

−gLM

]
∂gµν

−

{
∂
[√

−gLM

]
∂gµν,λ

}
,λ

 (1.27)

因此：

δSM = −1

2

∫
Tµν

√
−g δgµν d4x (1.28)
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將上式代回(1.21)式中即可得到：

Rµν −
1

2
Rgµν = κTµν (1.29)

這個就是著名的「愛因斯坦場方程(Einstein Field Equation)」。

若我們將(1.29)式乘上 gµν，我們可以得到：

Rµ
µ −

1

2
Rδµµ = κT µ

µ (1.30)

注意到，Rµ
µ = R, T µ

µ = T 以及 δµµ = 4，因此：

R = −κT (1.31)

代回(1.29)式可得：

Rµν = κ

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
(1.32)

因此在真空中(Tµν)，愛因斯坦場方程也可以寫作：

Rµν = 0 (1.33)

有著作權，侵害必究 4



Ch
oc
om
in
t

1 愛因斯坦場方程 重力波

1.3 牛牛牛頓頓頓極極極限限限

為了求得κ，我們需要讓愛因斯坦方程在微弱非時變重力場中且速度很慢時，可以直接對應到

牛頓的萬有引力定律。

因為能動張量的分量T00的物理意義為「能量密度」，在 ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)的Minkowski時

空中T00可以被寫作：

T00 = −c2ρ (1.34)

在速度很慢時(v ≪ c)，因為能動張量的其他分量都會跟動量有關，因此皆趨近於 0。由此，能

動張量的純量形式即為：

T = T µ
µ = ηµνTµν = c2ρ (1.35)

考慮在微弱重力場中， gµν = ηµν。利用(1.32)式，其 00分量為：

R00 = κ

[
(−c2ρ)− 1

2
(c2ρ)(−1)

]
=

1

2
κc2ρ (1.36)

由測地線方程：
d2xα

dτ 2
= −Γα

µν ẋ
µẋν (1.37)

因為速度很慢，四維向量 ẋ可以近似成 (c, 0, 0, 0)，而固有時距也可以直接等於時間。因此：

d2xα

dt2
= −Γα

00 c
2 (1.38)

若α = 0，顯然右式為 0，因此Γ0
00 = 0。定義標記 i代表空間座標標記 1, 2, 3，若α = i，由上

式可推得：

Γi
00 = − 1

c2
d2xi

dt2
(1.39)

根據牛頓的萬有引力定律，重力場ϕ的梯度就會是加速度，因此：

Γi
00 =

1

c2
(∇ϕ)i =

1

c2
∂iϕ (1.40)

由上式也可以看出Γi
00有除上 c2，這會使其值特別的小。

我們知道黎曼曲率張量可由Γα
µν定義之：

Rρ
σµν = Γρ

νσ,µ − Γρ
µσ,ν + Γγ

νσΓ
ρ
µγ − Γδ

µσΓ
ρ
νδ (1.41)

因此

R00 = Rµ
0µ0 = Γµ

00,µ − Γµ
0µ,0 + Γρ

00Γ
µ
ρµ − Γρ

0µΓ
µ
ρ0 (1.42)

由於後兩項為Γα
µν相乘，可視為二階小項，將其忽略；而在非時變得重力場下，第二項對x0微

分即是對時間微分，其值為 0。因此：

R00 = Γµ
00,µ = Γ0

00,0 + Γi
00,i =

1

c2
∂i∂

iϕ (1.43)

有著作權，侵害必究 5
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注意到 ∂i∂
i = ∇2，又由重力場的Poisson方程：

∇2ϕ = 4πGρ (1.44)

可得：

R00 = −4πGρ

c2
(1.45)

將其代回(1.36)式中即可以得到：

κ =
8πG

c4
(1.46)

這個常數又叫做「愛因斯坦重力常數(Einstein Gravitational Constant)」，近似值為：

κ ≈ 2.076647442844× 10−43N−1 (1.47)

有著作權，侵害必究 6
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2 線線線性性性場場場近近近似似似

2.1 平平平坦坦坦時時時空空空下下下的的的微微微擾擾擾

假設現有時空為原有Minkowski時空加上微擾：

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1 (2.1)

假設存在 kµν滿足

gµν = ηµν + kµν , |kµν | ≪ 1 (2.2)

其中 gµν與 ηµν為反矩陣。將(2.1)式與(2.2)式相乘：

gµσg
σν = (ηµσ + hµσ)(η

σν + kσν)

δνµ = δνµ + hµση
σν + ηµσk

σν + hµσk
σν

其中 δνµ是因為 gµνg
µν是自身與反矩陣相乘，ηµνη

µν同理。此外，我們先前假設微擾很小，因此

二階小項hµσk
σν可以忽略。如此，可以得到：

kσνηµσ = −hµση
σν (2.3)

將等式兩邊同時乘上 ηρµ：

kσνηµση
ρµ = −hµση

σνηρµ

kσνδρσ = −hµση
µρησν

由於度規張量可將指標上移或下移，而此時的 gµν可近似為 ηµν，因此可以得到：

kρν = −hρν (2.4)

因此(2.2)式可以改成：

gµν = ηµν − hµν , |hµν | ≪ 1 (2.5)

要特別注意的是，hµν並非hµν之反矩陣，而只是用度規張量將指標上移(hµν = hαβη
αµηβν)。

2.2 微微微擾擾擾下下下的的的時時時空空空基基基本本本量量量

在計算基本量前，我們先來計算 gµν的微分。由於 ηµν為常數，微分直接為 0，因此：

gµν,α = hµν,α (2.6)

首先來計算克里斯托福符號(以下簡稱克氏符號)。由定義：

Γσ
µν =

1

2
gσα(gαµ,ν + gαν,µ − gµν,α) (2.7)

有著作權，侵害必究 7
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以及(2.6)式可得到：

Γσ
µν =

1

2
gσα(hαµ,ν + hαν,µ − hµν,α)

=
1

2
(ησα − hσα)(hαµ,ν + hαν,µ − hµν,α)

=
1

2
ησα(hαµ,ν + hαν,µ − hµν,α) +

1

2
hσα(hαµ,ν + hαν,µ − hµν,α)

我們可以假設微擾的改變也不會很大，也就是 |hµν,α| ≪ 1。如此一來，克式符號在微擾時空下

可以被寫成：

Γσ
µν =

1

2
ησα(hαµ,ν + hαν,µ − hµν,α) (2.8)

再來我們可以計算黎曼曲率張量，其定義如下：

Rρ
σµν = Γρ

νσ,µ − Γρ
µσ,ν + Γγ

νσΓ
ρ
µγ − Γδ

µσΓ
ρ
νδ (2.9)

由(2.8)式可以知道 |Γσ
µν | ∼ |hµν | ≪ 1，因此兩個克式符號相乘為二階小量，可將其忽略。再將

剩下的項以(2.8)式替換，可以得到微擾時空下的黎曼曲率張量：

Rρ
σµν =

1

2
ηρα(hαν,µσ − hσν,µα − hαµ,νσ + hσµ,να) (2.10)

若將黎曼曲率張量代入 ρ = µ，可以得到里奇張量：

Rσν = Rµ
σµν (2.11)

代入(2.10)式化簡：

Rσν =
1

2
ηµα(hαν,µσ − hσν,µα − hαµ,νσ + hσµ,να)

=
1

2
(hµ

ν,µσ − ηµαhσν,µα − hµ
µ,νσ + hα

σ,να)

其中，我們定義h ≡ hµ
µ，並且注意到第二項為「達朗貝爾算符」：

□2 ≡ ηµν∂µ∂ν = ∂µ∂
µ (2.12)

因此：

Rσν =
1

2
(hµ

ν,µσ + hα
σ,να −□2hνσ − h,νσ) (2.13)

若再將里奇張量的σ上移成µ，可以得到里奇純量曲率：

R = Rν
ν = ησνRσν = hµσ

,µσ −□2h (2.14)

有著作權，侵害必究 8
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2.3 愛愛愛因因因斯斯斯坦坦坦張張張量量量

首先，我們定義一個微擾度規的變體：

h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh (2.15)

場方程中，愛因斯坦張量被定義成：

Gµν = Rµν +
1

2
gµνR (2.16)

代入(2.1)式、(2.13)式、(2.14)式，並以(2.15)式替換化簡得：

Gµν =
1

2
(h̄α

ν,µα + h̄α
µ,να − ηµν h̄

σα
,σα −□2h̄µν) (2.17)

有著作權，侵害必究 9
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3 規規規範範範變變變換換換

由於(2.17)式並未給出一個漂亮的形式，我們可以利用一些方法巧妙的消除其中的自由度。這個

方法被稱作是「規範(Gauge)」，他可以使得物理計算更加方便，並且簡化物理現象的描述。

3.1 勞勞勞倫倫倫茲茲茲規規規範範範

勞倫茲提出了一個能夠化簡(2.17)式的一個規範，稱為「勞倫茲規範(Lorentz Gauge)」：

h̄αβ
,β = 0 (3.1)

由此，我們來計算(2.17)式的前三項：
h̄α

ν,µα = ηβν h̄
αβ

,αµ = ηβν(h̄
αβ

,β),µ = 0

h̄α
µ,να = ηβµh̄

αβ
,αν = ηβµ(h̄

αβ
,β),ν = 0

ηµν h̄
σα

,σα = ηµν(h̄
αβ

,β),α = 0

因此(2.17)式只會剩下最後一項：

Gµν = −1

2
□2h̄µν (3.2)

由愛因斯坦的場方程式

Gµν =
8πG

c4
Tµν = κTµν (3.3)

可以推導出 h̄µν所滿足的微分方程：

□2h̄µν = −2κTµν (3.4)

這個就是有源(Tµν )的波動方程(Wave Equation)。

3.2 位位位移移移場場場

由於任意的坐標系不一定可以滿足勞倫茲規範，因此我們需要位移場(Displacement Field)來找

到一個滿足規範的坐標系。定義位移場 ξα為：

x̃α = xα + ξα, |ξα| ≪ 1 and |ξα,β| ≪ 1 (3.5)

接著，我們可以計算變換矩陣

∂x̃α

∂xβ
=

∂xα

∂xβ
+

∂ξα

∂xβ
= δαβ +

∂ξα

∂xβ
(3.6)

有著作權，侵害必究 10
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以及
∂xα

∂x̃β
=

∂x̃α

∂x̃β
− ∂ξα

∂x̃β
= δαβ − ∂ξα

∂xσ

∂xσ

∂x̃β
= δαβ − ∂ξα

∂xσ

(
δσβ − ∂ξσ

∂x̃β

)
由於 ξα及其微分皆遠小於 1，可以忽略最後的二階小項。因此可得：

∂xα

∂x̃β
= δαβ − ξα,β (3.7)

接下來，我們來用位移場變換度規張量：

g̃αβ =
∂xµ

∂x̃α

∂xν

∂x̃β
gµν

= (δµα − ξµ,α)(δ
ν
β − ξν ,β)(ηµν + hµν)

= (δµαδ
ν
β − δµαξ

ν
,β − δνβξ

µ
,α + ξν ,βξ

µ
,α)(ηµν + hµν)

= ηαβ + hαβ − (δµαξ
ν
,β + δνβξ

µ
,α)(ηµν + hµν)

上面的第三行中，前括號中的第四項為二階小項，直接將其忽略。而最後一行後面兩個括號乘

開後 ξν ,βhµν為二階小項，將其忽略；前項則為 gαβ。注意到 ηµβξ
µ
,α = ξβ,α。因此可得：

g̃αβ = gαβ − ξα,β − ξβ,α (3.8)

由於 g̃αβ = η̃αβ + h̃αβ = ηαβ + h̃αβ，因此：

h̃αβ = hαβ − ξα,β − ξβ,α (3.9)

再來，我們將上式代入(2.10)式計算黎曼曲率張量：

R̃ρ
σµν =

1

2
ηρα(h̃αν,µσ − h̃σν,µα − h̃αµ,νσ + h̃σµ,να)

=
1

2
ηρα

(
hαν,µσ − ξα,νµσ − ξν,αµσ − hσν,µα + ξσ,νµα + ξν,σµα

−hαµ,νσ + ξα,µνσ + ξµ,ανσ + hσµ,να − ξσ,µνα − ξµ,σνα

)

因為微分沒有順序，消去相同的項可以得到：

R̃ρ
σµν = Rρ

σµν (3.10)

這個告訴我們在位移場變換下曲率並不會改變。比照(2.15)式，我們定義位移場微擾：

h̃µν = h̃µν −
1

2
ηµν h̃ (3.11)

將上式以(3.9)式替換 h̃µν計算位移場微擾：

h̃µν = h̃µν −
1

2
ηµνη

αβh̃αβ

= (hµν − ξµ,ν − ξν,µ)−
1

2
ηµνη

αβ(hαβ − ξα,β − ξβ,α)

= hµν −
1

2
ηµνh− ξµ,ν − ξν,µ +

1

2
ηµνη

αβξα,β +
1

2
ηµνη

αβξβ,α

有著作權，侵害必究 11
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3 規範變換 重力波

注意到 ηαβξβ,α = ξα,α，因此可得：

h̃µν = h̄µν − ξµ,ν − ξν,µ + ηµνξ
σ
,σ (3.12)

在來我們利用 ηµν將指標上移：

h̃αβ = ηµαηνβh̃µν

= ηµαηνβ(h̄µν − ξµ,ν − ξν,µ + ηµνξ
σ
,σ)

= h̄αβ − ηνβξα,ν − ηµαξβ,µ + ηαβξσ,σ

再將其對xβ作微分，可得：

h̃αβ
,β = h̄αβ

,β − ηνβξα,νβ − ηµαξβ,µβ + ηαβξσ,σβ (3.13)

注意到後面兩項在替換標記的時候會是相同的，因此：

h̃αβ
,β = h̄αβ

,β −□2ξα (3.14)

若原本的 h̄αβ不滿足勞倫茲規範，則我們可以選擇滿足□2ξα = h̄αβ
,β的 ξα去位移坐標系使得：

h̃αβ
,β = 0 (3.15)

注意到， ξα並非唯一，因為對於任何χα滿足□2χα = 0皆有

□2(ξα + χα) = □2ξα (3.16)

3.3 自自自由由由度度度的的的消消消除除除

真空中，在勞倫茲規範下可以導出重力波動方程：

□2h̄µν = 0 (3.17)

此方程式其中一個解就是平面波。令 kµ =
(
ω/c, k⃗

)
，則解的形式為：

h̄µν = Aµνe
i(−ωt+k1x+k2y+k3z) = Aµνe

ikσxσ

(3.18)

首先，我們將上式代入波動方程：

0 = □2h̄µν = gαβh̄µν,αβ = gαβ(ikα)(ikβ)h̄µν = −kαk
αh̄µν (3.19)

可得：

|k|2 = kαk
α = 0 (3.20)

有著作權，侵害必究 12
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3 規範變換 重力波

我們知道四維向量如果長度為零，則說明他是「類光性(light-like)」，也從另一個角度告訴我們

重力波是以光速傳遞的。

四維時空中，Aµν有 16個分量，但由於Aµν為對稱張量(gµν對稱→ h̄µν對稱)，因此只剩下 10個

有用的分量(自由度)。

若我們將(3.18)式代入勞倫茲規範中，我們可以得到：

h̄αβ
,β = ikβh̄

αβ = 0 (3.21)

也就是

kβA
αβ = 0 (3.22)

或是乘上度規張量轉換一下上下標：

kνAµν = 0 (3.23)

我們可以將上式看成是向量乘上一個矩陣。我們知道一個方程式如果有n個未知數，則事實上

只有n− 1個是獨立變數，也就是說一條方程式可以消去一個自由度。因此，因為上式在四維時

空中，共代表四條方程式，可以消去 4個自由度，使得Aµν只剩下 6個自由度。

3.4 橫橫橫向向向無無無跡跡跡規規規範範範

由於位移場 ξα並非唯一，在四維時空中擁有四個自由度，又根據(3.12)式，h̄αβ由 ξα決定，

且Aµν也與 h̄αβ有關，因此Aµν仍有四個自由度。只要有自由度，我們就可以定義一些規範來去

消除這些不重要的東西，使式子更為簡潔。

橫向無跡規範(Transverse-Traceless Gauge, TT Gauge)中包含 3個橫向約束與 1個無跡約束：

• 橫向約束(Transverse Gauge)

假設有一個速度為 U⃗ = Uµêµ的觀察者，其速度與振幅方向正交(垂直)，也就是：

AµνU
µ = 0 (3.24)

但是，為甚麼是三個約束? 前面不是有說一個方程式消除一個自由度嗎?

現在我們選擇Uµ = (U t, 0⃗)，代入(3.24)式不難得到：

Aµt = Atµ = 0 (3.25)

事實上，上式在中µ = t時滿足了，因為波的前進方向與 U⃗相同(與振幅正交)。因此我們

知道橫向約束與勞倫茲規範有一個條件是重疊的，因此將橫向約束視為 3個條件。

• 無跡約束(Traceless Gauge)

顧名思義，就是讓 tr(Aµν) = Aµ
µ = 0，或者−Att + Axx + Ayy + Azz = 0

進一步，我們可以知道：

h̄µ
µ = h̄ = 0 (3.26)

有著作權，侵害必究 13
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3 規範變換 重力波

將(2.15)式乘上一個 ηµν上移所有 ν指標：

h̄µ
µ = hµ

µ −
1

2
δµµh (3.27)

又由(3.26)式可知左式為 0，且 δµµ = 4，因此可推得

h = 0 (3.28)

因此在橫向無跡規範中，(2.15)式將變為：

h̄µν = hµν (3.29)

有著作權，侵害必究 14
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4 重重重力力力波波波

此章會討論粒子在重力波下如何運動，引出重力波的偏振現象，並探討重力波是如何產生的。

4.1 微微微擾擾擾度度度規規規的的的簡簡簡化化化

前一章我們提到了如何利用度規消除自由度，並且最後透過橫向無跡規範消去到僅剩下 2個自

由度，也就是說振幅只會有兩個變數。

現在考慮 U⃗ = cêt、 k⃗ =
(
ω/c, 0, 0, ω/c

)
以及條件一些條件：對稱性

Aµν = Aνµ (4.1)

勞倫茲規範

Aµνk
µ = 0 (4.2)

橫向規範

AµνU
µ = 0 (4.3)

以及無跡規範

Aµ
µ = 0 (4.4)

現利用(4.3)式可推得

Atµ = Aµt = 0 (4.5)

再由上式代入(4.2)式得出：

Aµνk
µ = Atνk

t + Azνk
z = Azν

ω/c = 0 (4.6)

因此

Azµ = Aµz = 0 (4.7)

再由(4.4)式可以知道：

Axx + Ayy = 0 (4.8)

因此可以得到Aµν的矩陣形式：

Aµν =


0 0 0 0

0 Axx Axy 0

0 Axy −Axx 0

0 0 0 0

 (4.9)
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4.2 以以以粒粒粒子子子運運運動動動看看看偏偏偏振振振

由(??)式可以看出來，hµµ只有xy分量，因此我們只考慮粒子在x− y平面上的運動。假設粒子

速度 v⃗ = vxêx + vyêy，計算其速度大小：

v2 = v⃗ · v⃗ = vµvνgµν

= (vx)2gxx + 2vxvygxy + (vy)2gyy

= (vx)2(ηxx + hxx) + (vy)2(ηyy + hyy) + 2vxvy(ηxy + hxy)

注意到 ηxy = 0且hµν可以寫作

hµν =


0 0 0 0

0 A+ A× 0

0 A× −A+ 0

0 0 0 0

 eikσx
σ

(4.10)

代回前式可以得到：

v2 =
[
(vx)2 + (vy)2

]
+
[(
(vx)2 − (vy)2

)
A+ + 2vxvyA×

]
eikσx

σ

(4.11)

由此來討論以下幾種情形：

• 如下圖，考慮粒子僅x方向之速度運動，並以此情形化簡(4.11)式之後項可得：

∆v2 = A+(v
x)2eikσx

σ

(4.12)

• 如下圖，考慮粒子僅 y方向之速度運動，並以此情形化簡(4.11)式之後項可得：

∆v2 = −A+(v
y)2eikσx

σ

= A+(v
y)2ei(kσx

σ+π) (4.13)

由上面兩點可以看出來單純 vx與 vy的偏移量都是由A+提供，也就是所謂的「十字型偏振」。

圖 1: 十字型偏振(Plus Polarization)
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• 如下圖，考慮粒子以 45◦在一三象限運動，並以此情形化簡(4.11)式之後項可得：

∆v2 =
[(
0
)
A+ + 2vxvyA×

]
eikσx

σ

= A× · 2u2eikσx
σ

(4.14)

注意到因為 vx = vy，所以第一項為 0，並定義其值為u。

• 如下圖，考慮粒子以 45◦在二四象限運動，並以此情形化簡(4.11)式之後項可得：

∆v2 = −A× · 2u2eikσx
σ

= A× · 2u2ei(kσx
σ+π) (4.15)

注意到此時 vx = −vy，定義其一為u，另一為−u。

由上面兩點可以看出來斜向 45◦運動的偏移量都是由A×提供，也就是所謂的「交叉型偏振」。

圖 2: 交叉形偏振(Cross Polarization)
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4.3 重重重力力力波波波源源源

如果不是在真空中討論，愛因斯坦方程需要加上能量-動量張量(Tµν )討論。在前面(3.4)式寫過

方程式：

□2h̄µν = −2κTµν (4.16)

電磁學中，我們討論過波動方程是柏松方程的含時版，需以「推遲勢(Retarded Potential)」來

考慮。類比推遲勢可以得到：

h̄µν =
κ

2π

∫
1

λ
Tµν

(
t− λ

c
, r⃗ ′
)

dτ ′ , λ⃗ = r⃗ − r⃗ ′ (4.17)

其中，r⃗為場點位置、 r⃗ ′為場源位置，dτ ′為場源微小體積元。若考慮在很遠的地方討論場源之

影響，也就是 r ≫ r′，則上式可以近似成：

h̄µν( t, r⃗ ) ≈
4G

c4r

∫
Tµν

(
t− r

c
, r⃗ ′
)
dτ ′ (4.18)

由能量-動量守恆式：

T µν
,ν = 0 (4.19)

定義 k, i = 1, 2, 3，則上式可改寫為：T 00
,0 + T 0k

,k = 0

T i0
,0 + T ik

,k = 0
(4.20)

考慮T ikxj對xk的微分： (
T ikxj

)
,k
= T ik

,k x
j + T ikδjk = T ik

,k x
j + T ij (4.21)

若把兩邊對全空間作積分，左式因為是散度可以轉為面積分，但Tµν在無窮遠處為 0，因此左式

積分完為 0。故可得： ∫
T ij dτ = −

∫
T ik

,k x
j dτ (4.22)

再代入(4.20)式化簡可以得到：∫
T ij dτ =

∫
T i0

,0 x
j dτ =

d

dt

∫
T i0 xj dτ =

1

2

d

dt

∫
(T i0 xj + T j0 xi) dτ (4.23)

考慮T 0kxixj對xk的微分：(
T 0kxixj

)
,k
= T 0k

,k x
ixj + T 0k xjδik + T 0k xiδjk = T 0k

,k x
ixj + T i0 xj + T j0 xi (4.24)

同樣的，左式對全空間積分後為 0，因此：∫
(T i0 xj + T j0 xi) dτ = −

∫
T 0k

,k x
ixj dτ (4.25)
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再代入(4.20)式化簡可以得到：∫
(T i0 xj + T j0 xi) dτ =

∫
T 00

,0 x
ixj dτ =

d

dt

∫
T 00xixj dτ (4.26)

綜合(4.23)式與(4.26)式可以得到：∫
T ij dτ =

1

2

d2

dt2

∫
T 00xixj dτ (4.27)

對愛因斯坦方程做因次分析，可以得到Tµν的因次：[
Tµν

]
=

kg

m · s2
=

kg

m3

(m
s

)2
(4.28)

事實上，T 00的物理意義就式質量密度(質能等價)，只是要乘上 c2做修正，也就是：

T 00 = c2ρ (4.29)

將(4.27)式及(4.29)式代入(4.18)式中即可得到：

h̄ij =
2G

c2r

d2

dt2

[∫
ρ(t′, r⃗)xixj dτ

]
t′=t−r/c

(4.30)

定義含跡四極矩為：

qij =

∫
ρxixj dτ (4.31)

故：

h̄ij(t, r⃗) =
2G

c2r
q̈ij

∣∣∣
t′=t−r/c

(4.32)

因為輻射功率會與 h̄ij時變率的平方有關，經過一些計算後可以得到：

P (t, r) =
G

45c5

[ ...
Q ij

...
Q

ij
]
t′=t−r/c

(4.33)

其中Qij為質量四極矩：

Qij =

∫
ρ
(
3xixj − r2δij

)
dτ (4.34)
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5 習習習題題題

5.1 雙雙雙星星星系系系統統統的的的軌軌軌道道道半半半徑徑徑衰衰衰減減減

考慮一個由兩個質量為M的中子星組成的雙星系統，兩者以距離 2R作角速率ω的圓周運動。

如下圖，現在假設兩個中子星的質心為O點，繞行平面為xy平面。

試回答以下問題：

(1) 以M、R及相關物理常數表示ω

(2) 求系統總能量

(3) 求出雙星所造成的四極矩

(4) 求出由重力波輻射造成的能量衰減功率

(5) 因為系統能量會由重力波輻射耗散，因此軌道半徑也會跟著縮小。假設耗散功率遠小於系

統能量，試求在雙星距離 2R時的半徑衰減率

有著作權，侵害必究 20
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5.2 GW-150914

2015年9月14日，雷射干涉重力波天文台(Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory,

LIGO)首次在美國華盛頓州漢福德與路易斯安那州利文斯頓探測到了重力波GW-150914，其是

由兩個大質量黑洞互繞所放出的重力波。
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