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1 愛愛愛因因因斯斯斯坦坦坦標標標記記記法法法

愛因斯坦標記法(Einstein Notation)是一種標記約定，當一個單獨項目內有標號變數出現兩次，

一次是上標，一次是下標時，則必須總和所有這單獨項目的可能值。

例如在三維空間中

y = ci x
i (1)

代表的是

y =
3∑

i=1

ci x
i = c1 x

1 + c2 x
2 + c3 x

3 (2)

特別注意此處的上標並不是指數，而是標記不同的座標。

這個表示法也常常在線性代數中來表示一個向量：

v⃗ = (v1, v2, v3) = v1e⃗1 + v2e⃗2 + v3e⃗3 = vαe⃗α (3)

有著作權，侵害必究 1
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2 測測測地地地線線線

2.1 測測測地地地線線線方方方程程程

一物體若在測地線上移動，速度不隨時間改變，即滿足方程：

dv⃗

dτ
= 0 (4)

注意這邊用的「時間」是「固有時間」，在相對論中時間也是會受到一些因素影響

利用愛因斯坦標記法

v⃗ = v0e⃗0 + v1e⃗1 + · · · = vαe⃗α (5)

將(5)代入(4)
d(vαe⃗α)

dτ
= vα

d e⃗α
dτ

+
dvα

dτ
e⃗α = 0 (6)

(6)式中，有一項是單位向量(e⃗α)對時間的微分，不好處理。因此，我們需要引進一個新的符號

來表達單位向量的變化。

2.2 克克克里里里斯斯斯多多多福福福符符符號號號

克里斯多福符號(Christoffel Symbol, 或稱作「克氏符號」)是一種描述單位向量(e⃗α)「變化」的

符號，以符號Γ表示。由單位向量定義：

d e⃗µ
dxν

≡ Γα
µν e⃗α (7)

由(7)可導出以克氏符號表示單位向量對時間的變化：

d e⃗α
dτ

=
d e⃗α
dxβ

dxβ

dτ
= Γγ

αβ e⃗γ v
β (8)

將(8)代入(6)

vαvβ Γγ
αβ e⃗γ +

dvα

dτ
e⃗α = 0 (9)

將上式左項的α → µ, β → ν, γ → α，代換後：

Γα
µν v

µ vν e⃗α +
dvα

dτ
e⃗α = 0 (10)

移項消去 e⃗α，即得測地線方程(Geodesic Equation)：

dvα

dτ
= −Γα

µν v
µ vν (11)

有著作權，侵害必究 2
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3 度度度規規規張張張量量量

3.1 定定定義義義

度規張量(Metric Tensor)是用來衡量度量空間中距離、面積及角度的「二階張量」。用白話文

講就是決定了網格的「形狀」

度規張量的定義：

(ds)2 = gµν dx
µ dxν (12)

兩邊都除以 (dt)2

∥v⃗∥2 = gµν v
µ vν (13)

特別注意，速度的大小永遠是光速 c

c2 = gµν v
µ vν (14)

3.2 與與與克克克氏氏氏符符符號號號的的的關關關係係係

克氏符號的另一個定義法：

Γγ
αβ =

gγσ

2

(
∂gσα
∂xβ

+
∂gσβ
∂xα

− ∂gαβ
∂xσ

)
(15)

其中，gγσ是 gγσ的反矩陣(inverse)，通常這是很難計算的。巧的是，我們可以選擇適當的座標

系來畫簡(15)式。如果任兩座標軸相互垂直，也就是選擇「正交座標系」的話，可化簡為：

Γγ
αβ =

1

2gγγ

(
∂gγα
∂xβ

+
∂gγβ
∂xα

− ∂gαβ
∂xγ

)
(16)

有著作權，侵害必究 3
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4 曲曲曲率率率

4.1 基基基本本本概概概念念念

如果我們嘗試著去用不同的路徑轉移一向量，可能會得到不同的結果。

圖 1: 平面向量轉移

圖 2: 球面向量轉移

我們可以注意到，向量在有彎曲的面上移動時，移動的路徑會影響向量的最終的方向。由此，

我們可以定義出曲率。

有著作權，侵害必究 4
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4.2 黎黎黎曼曼曼曲曲曲率率率張張張量量量

圖 3: 曲率圖示

左上兩個向量的差定義為曲率向量：

R⃗ =
d

dxµ

d

dxν
e⃗β −

d

dxν

d

dxµ
e⃗β (17)

同樣的，使用克氏符號化簡(17)式：

R⃗ =
d

dxµ
(Γα

βν e⃗α)−
d

dxν
(Γα

βµ e⃗α)

=
dΓα

βν

dxµ
e⃗α + Γα

βν
d e⃗α
dxµ

− dΓα
βµ

dxν
e⃗α − Γα

βµ
d e⃗α
dxν

=
dΓα

βν

dxµ
e⃗α + Γλ

βν Γ
α
λµ e⃗α − dΓα

βµ

dxν
e⃗α − Γλ

βµ Γ
α
λν e⃗α

最後，我們得到「黎曼曲率張量(Riemann Curvature Tensor)」定義式：

Rα
βµν =

dΓα
βν

dxµ
+ Γλ

βν Γ
α
λµ −

dΓα
βµ

dxν
− Γλ

βµ Γ
α
λν (18)

4.3 里里里奇奇奇張張張量量量

在四維時空中，若要以黎曼曲率來描述時空的彎曲，需要由256個部分來描述，過於複雜。因

此，里奇定義一個更好描述的張量–里奇張量(Ricci Tensor)。

由黎曼曲率張量表示：

Rµν = Rλ
µλν (19)

然而Rµν仍是一個二階張量，因此，我們可以用一個純量–里奇純量曲率(Ricci Scalar)來表達：

R = gµν Rµν (20)

有著作權，侵害必究 5
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4.4 要要要怎怎怎麼麼麼算算算?

以球面為例，度規張量可表示為：

g(θ,ϕ) =

[
r2 0

0 r2 cos2 θ

]
(21)

對各分量去作微分：

∂gθθ
∂θ

= 0
∂gθθ
∂ϕ

= 0

∂gθϕ
∂θ

= 0
∂gθϕ
∂ϕ

= 0

∂gϕθ
∂θ

= 0
∂gϕθ
∂ϕ

= 0

∂gϕϕ
∂θ

= −2r2 cos θ sin θ
∂gϕϕ
∂ϕ

= 0

計算各克氏符號：

Γθ
θθ = 0 Γθ

θϕ = 0 Γθ
ϕθ = 0 Γθ

ϕϕ = cos θ sin θ

Γϕ
θθ = 0 Γϕ

θϕ = − tan θ Γϕ
ϕθ = − tan θ Γϕ

ϕϕ = 0

再計算黎曼曲率張量的各分量：

Rθ
θθθ = 0 Rθ

θθϕ = 0 Rθ
θϕθ = 0 Rθ

θϕϕ = 0

Rθ
ϕθθ = 0 Rθ

ϕθϕ = cos2 θ Rθ
ϕϕθ = − cos2 θ Rθ

ϕϕϕ = 0

Rϕ
θθθ = 0 Rϕ

θθϕ = −1 Rϕ
θϕθ = 1 Rϕ

θϕϕ = 0

Rϕ
ϕθθ = 0 Rϕ

ϕθϕ = 0 Rϕ
ϕϕθ = 0 Rϕ

ϕϕϕ = 0

里奇張量：

Rθθ = 1 Rθϕ = 0

Rϕθ = 0 Rϕϕ = cos2 θ

最後得到里奇純量曲率：

R =
2

r2
(22)

有著作權，侵害必究 6
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5 能能能量量量-動動動量量量張張張量量量

根據愛因斯坦的質能轉換公式可以知道，能量與質量是等價的。一個運動中的物體可以視為一

能量流，在坐標系中我們可以去描述他穿過特定面的通量。

圖 4: 能量流

在 1 + 1維時空中，通過x方向的能量通量可以表示成 (Txt, Txx)；通過 t方向的能量通量可以表

示成 (Ttt, Ttx)，因此，在一維時空中的能量-動量張量可以表示為：

T =

[
Ttt Ttx

Txt Ttt

]
(23)

Ttt是表示通過 t方向的通量的 t分量，此項表示有多少能量穿過穿過該點朝未來移動。此項常稱

為「能量密度(Energy Density)」

Ttx = Txt表示有多少能量隨時間在空間中傳播，常稱為「動量密度(Momentum Density)」

Txx表示能量通過空間傳遞的運動有多少，也就是「壓力(Pressure)」

事實上，在四維時空中，我們的能量-動量張量會長這樣

圖 5: 四維時空中的能量-動量張量

有著作權，侵害必究 7
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6 愛愛愛因因因斯斯斯坦坦坦方方方程程程

Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν (24)

我們可以觀察到左式包含了里奇張量Rµν、里奇純量曲率R、度規張量 gµν等描述時空幾何形狀

的量；而右式則是包含能量-動量張量，用來描述時空中的能量動量分布。

因此，我們可以知道，愛因斯坦方程是一條聯繫空間與能量的方程式，將時空的形狀與時空中

的能量相互對應。

6.1 另另另一一一種種種表表表達達達形形形式式式

在四維時空中，我們常使用另一個對稱方程式來代替原方程：

Tµν −
1

2
T gµν =

c4

8πG
Rµν (25)

其中，T = gµν Tµν

6.2 真真真空空空場場場方方方程程程

真空中，我們知道能量-動量張量為零。將Tµν = 0代入(25)式，不難發現：

Rµν = 0 (26)

6.3 史史史瓦瓦瓦西西西度度度規規規

考慮一個在孤立宇宙中質量為M、不帶電且靜止不動的正圓球體。由(26)式，我們可以看到雖

然此方程看起來很簡潔，但這包含了數個微分方程，解起來相當繁瑣。

首先要假設一個度規，將其代入(16)及(18)，解一連串的微分方程，最後再由「牛頓極限」：

g00 = 1 +
2ϕ

c2
(27)

最後可以解出「史瓦西度規(Schwarzschild Metric)」：

g(t,r,θ,ϕ) =



−
(
c2 − 2GM

r

)
0 0 0

0

(
1− 2GM

rc2

)−1

0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ


(28)

有著作權，侵害必究 8
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7 其其其他他他度度度規規規的的的精精精確確確解解解

7.1 克克克爾爾爾度度度規規規(Kerr Metric)

克爾度規是描述一旋轉、球對稱之質量龐大物體(例如：黑洞)所影響周遭真空區域的時空幾何

若以 (ds)2表示：

(ds)2 =−
(
1− rsr

Σ

)
c2(dt)2 − 2rsra sin

2 θ

Σ
c dt dϕ+

Σ

∆
(dr)2

+ Σ(dθ)2 +

(
r2 + a2 +

rsra
2

Σ

)
sin2 θ(dϕ)2 (29)

矩陣形式：

g(t,r,θ,ϕ) =



−
(
1− rsr

Σ

)
c2 0 0 −rsra sin

2 θ

Σ
c

0
Σ

∆
0 0

0 0 Σ 0

−rsra sin
2 θ

Σ
c 0 0

(
r2 + a2 +

rsra
2

Σ

)
sin2 θ


(30)

特別注意，這邊的 (r, θ, ϕ)所用的坐標系是「扁球面坐標系(Oblate Spheroidal Coordinate)」：
x =

√
r2 + a2 sin θ cosϕ

y =
√
r2 + a2 sin θ sinϕ

z = r cos θ

(31)

其中： 
rs =

2GM

c2

Σ = r2 + a2 cos2 θ

∆ = r2 − rsr + a2

(32)

M為旋轉物體質量；a稱為自轉參數，由角動量 J定義為：

a =
J

Mc
(33)

有著作權，侵害必究 9
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7.2 萊萊萊斯斯斯納納納-諾諾諾德德德斯斯斯特特特洛洛洛姆姆姆度度度規規規

萊斯納-諾德斯特洛姆度規(Reissner-Nordström Metric)是描述一帶電的靜態球對稱物體所造成周

圍真空區域的時空幾何。

矩陣形式：

g(t,r,θ,ϕ) =



−
(
1− rs

r
+

r2Q
r2

)
c2 0 0 0

0

(
1− rs

r
+

r2Q
r2

)−1

0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ


(34)

其中，

r2Q =
GQ2

4πε0c4
(35)

7.3 FLRW度度度規規規

弗里德曼-勒梅特-羅伯遜-沃爾克度規(Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker Metric, FLRW)描

述了一個同質、均向性的、膨脹或收縮的宇宙，這個宇宙是路徑連接的，但不一定是簡單連接

的。

矩陣形式：

g(t,r,θ,ϕ) =


−c2 0 0 0

0
R(t)2

1− kr2
0 0

0 0 R(t)2 r2 0

0 0 0 R(t)2 r2 sin2 θ

 (36)

其中，R(t)為宇宙標度因子(cosmological scale factor)，表現宇宙相對膨脹的時間函數。

而 k則為R(t) = 1時空間的高斯曲率。 k = 1時三維空間是球狀的； k = −1時三維空間是雙曲

空間； k = 0時三維空間是平直的；

有著作權，侵害必究 10
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8 總總總結結結與與與應應應用用用

圖 6: 解決廣義相對論問題的步驟

8.1 時時時間間間膨膨膨脹脹脹

現在我們想要計算一個在地球上空的空間站相對固有時間的膨脹是多少。

假設地球質量為M且為不帶電的正圓球體，以地球中心作為坐標系原點，空間站位於 r處，並

且在空間站運動的軌道面上討論問題，將三維的運動化為一維。

如此一來，對於空間站的史瓦西度規可以化簡成如此：

g(t,ϕ) =

c2 − 2GM

r
0

0 −r2

 (37)

假設現在 Jack在很遠的地方(不受地球重力影響)觀察太空站，而 Jill站在太空站內。現在 Jack跟 Jill同

時去觀測A,B兩事件，分別得到相對於 Jack與 Jill的固有時距 t0與 t。

現由 Jill討論此問題，vt表示速度分量的時間部分，也就是「觀測到的時間隨固有時間的變

化」，若以 t0與 t表示：

vt =
t0
t

(38)

此情形下， Jill在空間與時間中移動，速度分別是 vt與 vϕ。由(14)式，我們可以列出這樣的式

子：

c2 =

(
c2 − 2GM

r

)(
vt
)2 − r2

(
vϕ
)2

(39)

其中，vϕ代表「角速度」，以 v表示太空站運行速度，即：

vϕ =
v

r
(40)

將(40)式代入(39)式：

c2 + v2 =

(
c2 − 2GM

r

)(
t0
t

)2

(41)
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得 t與 t0的關係：

t = t0

√√√√c2 − 2GM

r
c2 + v2

(42)

特別的是，如果 Jill在地球表面上靜止(v = 0)，(42)式可以改寫為：

t = t0

√
1− 2GM

rc2
(43)

我們可以注意到，有一件事必須恆成立：

2GM

rc2
≤ 1 (44)

也就是說

r ≥ 2GM

c2
(45)

而式子右方也就是著名的「史瓦西半徑」，若一天體的半徑小於史瓦西半徑，此天體將會發生

坍塌，進而形成黑洞。

8.2 落落落下下下的的的物物物體體體

一樣是地球，現在 Jill在離球心 r處的上空相對地球速度為 0，史瓦西度規簡寫為：

g(t,r) =

c
2 − 2GM

r
0

0 −
(
1− 2GM

rc2

)−1

 (46)

為了計算 Jill運動的軌跡(測地線)，我們首先要先計算克氏符號：

Γt
tt = 0 Γr

tt =
GM

r2

(
1− 2GM

rc2

)
Γt

tr =
GM

r2c2

(
1− 2GM

rc2

)−1

Γr
tr = 0

Γt
rt =

GM

r2c2

(
1− 2GM

rc2

)−1

Γr
rt = 0

Γt
rr = 0 Γr

rr = −GM

r2c2

(
1− 2GM

rc2

)−1

代入測地線方程(11)：
dvt

dτ
= −2GM

r2c2

(
1− 2GM

rc2

)−1

vt vr

dvr

dτ
= −GM

r2

(
1− 2GM

rc2

)(
vt
)2

+
GM

r2c2

(
1− 2GM

rc2

)−1 (
vr
)2 (47)
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首先我們可以將(47 -1)移項一下：

dvt

dτ

(
1− 2GM

rc2

)
= vt

2GM

c2

(
− 1

r2

)
dr

dτ
(48)

再用連鎖率將上式化為一個較簡潔的形式：

d

dτ

(
vt

(
1− 2GM

rc2

))
= 0 (49)

事實上，我們的能量可以寫成這個樣子：

E = mc2 vt
(
1− 2GM

rc2

)
(50)

也就是說，(47 -1)告訴了我們「能量守恆」。

再來我們將(47 -2)整理一下：

dvr

dτ
= −GM

r2

[(
1− 2GM

rc2

)(
vt
)2 − 1

c2

(
1− 2GM

rc2

)−1 (
vr
)2]

(51)

由(14)式，我們知道：

c2 =

(
c2 − 2GM

r

)(
vt
)2 − (

1− 2GM

rc2

)−1 (
vr
)2

(52)

故可得：
dvr

dτ
= −GM

r2
(53)

即是「牛頓的萬有引力」。

8.3 光光光路路路徑徑徑受受受重重重力力力的的的影影影響響響

同樣的，我們可以運用測地縣方程來解決這個問題。但是，光是在時空中行走的距離永遠

是 0，因此，我們並不能定義一個「光」的固有時距，同樣不能定義其速度向量。因此我們引

進了一個新的量：「仿射參數(Affine Parameter,λ)」來代替固有時距：

dvαλ
dλ

= −Γα
µν v

µ
λv

ν
λ (54)

上面提到，光在時空走的距離是 0：

∥v⃗λ∥ = 0 (55)
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因此，我們可以推出三個關係式：

dvrλ
dλ

=

(
r − 3GM

c2

)(
vϕλ
)2

vtλ = Const.

(
1− 2GM

rc2

)−1

vϕλ =
Const.

r2

(56)

(56-2)式就是(43)式，描述時間膨脹。

(56-3)式與(56-1)式無法解出精確解，但是經數值模擬，可以得出光的路徑：

圖 7: 光在黑洞附近的彎曲情形
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