
以複變積分與留數定理處理特殊定積分與無窮和

By Chocomint
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1 先備知識 Chocomint

1 先先先備備備知知知識識識

1.1 留留留數數數與與與留留留數數數定定定理理理

以下，我們將Res
z=zk

{f(z)}計為 f(z)在 zk之留數。

Theorem 1 (簡單極點的留數). 若 f(z)在 z = z0時有簡單極點，則

Res
z=z0

{f(z)} = lim
z→z0

(z − z0)f(z) (1.1)

Theorem 2 (n階極點的留數). 若 f(z)在 z = z0時有n階極點，則

Res
z=z0

{f(z)} =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

dn−1

dzn−1
(z − z0)

nf(z) (1.2)

Theorem 3 (留數定理). 令C為複平面上一個簡單封閉曲線，若函數 f在曲線C內除有限個極

點 z1, z2, ..., zn外均為解析，則

∮
C

f(z) dz = 2πi
n∑
k=1

Res
z=zk

{f(z)} (1.3)

Theorem 4 (無窮遠處的留數).

Res
z=∞

{f(z)} = −Res
z=0

{
1

z2
f

(
1

z

)}
(1.4)

如果函數 f在簡單封閉曲線C外均解析，則無窮遠處的極點可寫為∮
−C

f(z) dz = 2πiRes
z=∞

{f(z)} (1.5)

這也同時說明了

Res
z=∞

{f(z)}+
n∑
k=1

Res
z=zk

{f(z)} = 0 (1.6)

Theorem 5 (柯西主值). 如果積分值發散，其積分值則會以柯西主值(Cauchy Principal Value)定

義之。實際計算時，我們會先計算有限時的值再取無窮極限

P.V.

∫ ∞

−∞
f(x) dx = lim

R→∞

∫ R

−R
f(x) dx (1.7)

或者在 0發散時

P.V.

∫ ∞

0

f(x) dx = lim
ϵ→0
R→∞

∫ R

ϵ

f(x) dx (1.8)
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1 先備知識 Chocomint

1.2 其其其他他他定定定理理理

Theorem 6 (ML不等式). 設 f在光滑曲線C上連續，且對於所有在C上的 z皆有 |f(z)| ≤M，

則 ∣∣∣∣∫
C

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ML (1.9)

其中L為C之弧長。

Theorem 7 (Jordan引理). 令CR為以原點為中心、半徑為R的上半圓弧，以方程式可表達

為 z = Reiθ, θ ∈ [0, π]，若存在一個正的常數MR使得對於所有在CR上的 z皆有

|f(z)| ≤MR and lim
R→∞

MR = 0 (1.10)

則

lim
R→∞

∫
CR

f(z) eiaz dz = 0 (1.11)
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2 上下界為 0 ∼ 2π之三角定積分 Chocomint

2 上上上下下下界界界為為為 0 ∼ 2π之之之三三三角角角定定定積積積分分分

遇到形如 ∫ 2π

0

F (cos θ, sin θ) dθ (2.1)

之定積分時，我們可以利用

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
, sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
(2.2)

並令 z = eiθ，可得三式

dθ =
dz

iz
, cos θ =

1

2

(
z + z−1

)
, sin θ =

1

2i

(
z − z−1

)
(2.3)

以上式代換進原始積分可轉換為路徑積分∮
S
F

(
1

2

(
z + z−1

)
,
1

2i

(
z − z−1

)) dz

iz
(2.4)

以下將單位圓 |z| = 1表示為 S。

Example 2.1. 已知 a > 1，試計算 ∫ 2π

0

dθ

(a+ cos θ)2
(2.5)

Sol. 將 cos代換成 eix形式，易得原式為

4

i

∮
S

z

(z2 + 2az + 1)2
dz (2.6)

考慮函數

f(z) =
z

(z2 + 2az + 1)2
(2.7)

其極點位於分母二次方程的兩根 z+, z−，且為二階。由公式我們解得

z± = −a±
√
a2 − 1 (2.8)

有著作權，侵害必究 3



2 上下界為 0 ∼ 2π之三角定積分 Chocomint

由於 z− < −a < −1，即 z−位於C外，因此僅考慮 z+之留數即可：

Res
z=z+

{
z

(z − z+)2(z − z−)2

}
= lim

z→z+

d

dz

z

(z − z−)2

= lim
z→z+

−z − z−
(z − z−)3

=
2a(

2
√
a2 − 1

)3
=

a

4(a2 − 1)3/2
(2.9)

由留數定理即可得原積分值為

4

i
× 2πi

a

4(a2 − 1)3/2
=

2πa

(a2 − 1)3/2
(2.10)

Example 2.2. 已知 a, b ∈ R且 a > |b|，試計算∫ 2π

0

dθ

a+ b cos θ
(2.11)

Sol. 將原式轉換為
2

i

∮
S

1

bz2 + 2az + b
dz (2.12)

函數極點位於

z± = −a
b
±
√(a

b

)2
− 1 (2.13)

同樣的，僅 z+位於 S內。計算留數：

Res
z=z+

{
1

b(z − z+)(z − z−)

}
= lim

z→z+

1

b(z − z−)

=
1

2
√
a2 − b2

(2.14)

易得原積分式值為
2

i
× 2πi

1

2
√
a2 − b2

=
2π√
a2 − b2

(2.15)
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3 瑕積分 Chocomint

3 瑕瑕瑕積積積分分分

遇到形如 ∫ ∞

−∞
f(x) dx (3.1)

的瑕積分時，我們可以選用如下圖的上半圓的路徑

R−R

Γ

只要 f(x)滿足 Jordan引理，我們就可以利用極限R → ∞，並得出此路徑的環積分∮
f(z) dz =

∫ R

−R
f(z) dz +

∫
Γ

f(z) dz =

∫ ∞

−∞
f(x) dx (3.2)

再利用留數定理即可得到 ∫ ∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑
zk∈H

Res
z=zk

{f(z)} (3.3)

其中H = {x+ iy | y > 0; x, y ∈ R}，即代表複數平面的上半平面。

Example 3.1. 已知 a, b, c ∈ R且 b2 − 4ac = ∆ < 0，試計算∫
R

1

P2(x)
dx =

∫ ∞

−∞

1

ax2 + bx+ c
dx (3.4)

Sol. 極點位於

z± =
−b±

√
∆

2a
(3.5)

其中 z+位於上半平面。計算此時的留數

Res
z=z+

{
1

az2 + bz + c

}
=

1

a(z+ − z−)
=

1√
∆

(3.6)

由 Jordan引理可以得知對Γ的路徑積分為 0。因此∫ ∞

−∞

1

ax2 + bx+ c
dx = 2πi · 1√

∆
=

2π√
−∆

(3.7)
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3 瑕積分 Chocomint

Example 3.2. 證明 ∫ ∞

−∞

dx

(1 + x2)n+1
=

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
· π (3.8)

Proof. 考慮函數

f(z) =
1

(z2 + 1)n+1
(3.9)

其在 z = ±i時有n+ 1階極點。計算 z = i時的留數

Res
z=i

{f(z)} =
1

n!
lim
z→i

dn

dzn

[
1

(z + i)n+1

]
=

1

n!
lim
z→i

(−n− 1)(−n− 2) · · · (−n− n)(z + i)−2n−1

=
1

n!
(n+ 1) · · · (2n)(−1)n · 2−2n−1 · (−i)2n+1

=
1

n! · 22n+1
(n+ 1) · · · (2n)(−1)n(−1)n · (−i)

=
−i
2

(2n)!

22n · (n!)2

=
−i
2

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
(3.10)

以半圓環積分可以得到原式積分值為

2πi · Res
z=i

{f(z)} =
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
π (3.11)

有著作權，侵害必究 6



3 瑕積分 Chocomint

如果函數的上下界並非−∞ ∼ ∞，而是 0 ∼ ∞的話，我們可以選擇討論函數在−∞ ∼ 0積分時

的對稱性以及與 0 ∼ ∞積分的關係，或者也可以適時的更換積分路徑。

若 f(x)為偶函數，易知 ∫ ∞

0

f(x) dx =
1

2

∫ ∞

−∞
f(x) dx (3.12)

Example 3.3. 計算瑕積分 ∫ ∞

0

(lnx)2

x2 + 1
dx and

∫ ∞

0

lnx

x2 + 1
dx (3.13)

Sol. 考慮函數

f(z) =
(ln z)2

z2 + 1
(3.14)

其在 z = ±i有簡單極點。考慮以下路徑

Rϵ−ϵ−R

Γ

γ

L2L1

+i

由於 ln z在 z = 0時存在奇異點，我們加入一個半徑為 ϵ的小半圓路徑 γ來迴避他。計算函數在

極點 z = i之留數為

Res
z=i

{
(ln z)2

z2 + 1

}
= lim

z→i
(z − i)

(ln z)2

z2 + 1
=
iπ2

8
(3.15)

對於L1之路徑積分為∫
L1

f(z) dz =

∫ −ϵ

−R

(ln z)2

z2 + 1
dz

=

∫ ϵ

R

(ln(−u))2

(−u)2 + 1
(−du)

=

∫ R

ϵ

(iπ + lnu)2

u2 + 1
du

= −π2

∫ R

ϵ

du

u2 + 1
+ 2iπ

∫ R

ϵ

lnu

u2 + 1
du+

∫ R

ϵ

(lnu)2

u2 + 1
du (3.16)

而L2之路徑積分則為 ∫
L2

f(z) dz =

∫ R

ϵ

(ln z)2

z2 + 1
dz (3.17)

有著作權，侵害必究 7



3 瑕積分 Chocomint

使用極限R → ∞以及 ϵ→ 0，並用符號代替以下積分

I0 =

∫ ∞

0

ln z

z2 + 1
dz and I1 =

∫ ∞

0

(ln z)2

z2 + 1
dz (3.18)

在此極限下，L1路徑積分的第一項可用三角代換易得其值為
π

2
。因此

(∫
L1

+

∫
L2

)
f(z) dz = −π

3

2
+ 2iπI0 + 2I1 (3.19)

對於 γ之路徑積分，因為當 ϵ→ 0時弧長為 0，因此由ML不等式可以知道∣∣∣∣∫
γ

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤M · 0 (3.20)

再由 Jordan引理可以得知對Γ的路徑積分為 0。綜合所有的積分，再應用留數定理可以得知(∫
L1

+

∫
γ

+

∫
L2

+

∫
Γ

)
f(z) dz = −π

3

2
+ 2iπI0 + 2I1 = 2πi · iπ

2

8
(3.21)

因此

2iπI0 + 2I1 =
π3

4
(3.22)

因為 I0與 I1皆為實數積分，我們可以用實虛部對照得到I0 = 0

I1 =
π3

8

(3.23)

有著作權，侵害必究 8



3 瑕積分 Chocomint

Example 3.4. 給定n ∈ N，計算瑕積分 ∫ ∞

0

dx

xn + 1
(3.24)

Sol. 考慮函數

f(z) =
1

zn + 1
(3.25)

其極點位於

zk = ei
2k+1

n
π (3.26)

考慮以下路徑

R

Γψ

Rei
2π
n

ei
π
n

首先對ψ做路徑積分，以ψ : z = tei
2π
n , t = R ∼ 0做變數變換∫

ψ

f(z) dz =

∫ 0

R

1

(tei
2π
n )n + 1

ei
2π
n dt = −ei

2π
n

∫ R

0

1

tn + 1
dt (3.27)

再來我們計算極點之留數

Res
z=ei

π
n

{f(z)} = lim
z→ei

π
n

(z − ei
π
n )

1

zn + 1
L
= lim

z→ei
π
n

1

nzn−1
=

1

n
e

iπ
n
(1−n) (3.28)

由 Jordan引理可以得知對Γ的路徑積分為 0。由留數定理可知(∫ R

0

+

∫
Γ

+

∫
ψ

)
f(z) dz =

2πi

n
e

iπ
n
(1−n) (3.29)

使用極限R → ∞化簡上式得 (
1− ei

2π
n

)∫ ∞

0

dx

xn + 1
= −2πi

n
e

iπ
n (3.30)

因此 ∫ ∞

0

dx

xn + 1
=
π

n

(
e

iπ
n − e−

iπ
n

2i

)−1

=
π
n

sin
(
π
n

) (3.31)

有著作權，侵害必究 9



4 分支切割與多值函數的瑕積分 Chocomint

4 分分分支支支切切切割割割與與與多多多值值值函函函數數數的的的瑕瑕瑕積積積分分分

當我們遇到如對數函數 ln z、指數函數 z
1
2 等多值函數時，為了防止出現 ei0 = e2iπ的情形，即避

免出現穿過「非負實數軸」的迴路，我們可以從 z = 0起沿著正實數軸一直到無窮遠點剪開，形

成一個「分支切割(Branch Cut)」，如下圖所示

Example 4.1. 給定 a ∈ (−1, 0)，試求瑕積分∫ ∞

0

xa

x+ 1
dx (4.1)

Sol. 考慮以下路徑

Γ

γ ψ1

ψ2
−1

其中Γ是半徑為R的大圓，γ則是半徑為 r的小圓，ψ1與ψ2分別在正實數軸上方與下方，距

離 ϵ，可以取極限R → ∞, r → 0, ϵ→ 0。對於ψ1的路徑積分為∫ R

r

za

z + 1
dz (4.2)

而因為ψ2路徑在正實數軸下方，其參數式為 z = xe2πi，因此路徑積分為∫ r

R

(xe2πi)a

xe2πi + 1
e2πi dx = −e2aπi

∫ R

r

xa

x+ 1
dx (4.3)

使用極限，可得 (∫
ψ1

+

∫
ψ2

)
f(z) dz =

(
1− e2aπi

) ∫ ∞

0

xa

x+ 1
dx (4.4)

有著作權，侵害必究 10



4 分支切割與多值函數的瑕積分 Chocomint

我們知道在所取極限下 γ及Γ的路徑積分皆為 0，因此∮
f(z) dz =

(
1− e2aπi

) ∫ ∞

0

xa

x+ 1
dx = 2πi Res

z=−1
{f(z)} (4.5)

計算留數

Res
z=−1

{
za

z + 1

}
= lim

z→−1
(z − (−1))

za

z + 1
= eaπi (4.6)

因此 ∫ ∞

0

xa

x+ 1
dx =

2πi · eaπi

1− e2aπi
= −π 2i

eaπi − e−aπi
= − π

sin(aπ)
(4.7)

如果函數並不是先前提到的指對數函數，我們需要討論被積函數的幅角連續性，進而找到分支

切割的位置。若選定的環路C中包含分支切割，我們需要「反向使用」留數定理，假設環路之

外除了極點 z1, z2, ..., zn外皆為解析，則∮
C

f(z) dz = −2πi

[
Res
z=∞

{f(z)}+
n∑
k=1

Res
z=zk

{f(z)}

]
(4.8)

Example 4.2. 給定 a, b ∈ R, a < b, p ∈ (−1, 2)/{0, 1}，計算定積分∫ b

a

(x− a)p(b− x)1−p dx (4.9)

Sol. 考慮函數

f(z) = (z − a)p(b− z)1−p (4.10)

首先討論 f(z)的幅角

arg f = p arg(z − a) + (1− p) arg(b− z) (4.11)

為了滿足我們想要的路徑形狀，假設幅角範圍 arg(z − a) ∈ (−π, π], arg(b− z) ∈ [0, 2π)。對於區

間 (−∞, a)來說，上下方的 arg f分別為

arg f =

above : p(π) + (1− p)(2π) = 2π − pπ

below : p(−π) + (1− p)(0) = −pπ
(4.12)

因為幅角相差 2π的整數倍都是一樣的，因此 arg f在區間 (−∞, a)上下方連續。對於區間 (b,∞)來

說，上下方的 arg f分別為

arg f =

above : p(0) + (1− p)(π) = π − pπ

below : p(0) + (1− p)(π) = π − pπ
(4.13)

有著作權，侵害必究 11



4 分支切割與多值函數的瑕積分 Chocomint

因此 arg f在區間 (b,∞)上下方也連續。而對於區間 (a, b)來說，上下方的 arg f分別為

arg f =

above : p(0) + (1− p)(2π) = 2π(1− p)

below : p(0) + (1− p)(0) = 0
(4.14)

可以很明顯地看到 arg f在區間 (a, b)上下方並不連續。又 p及 1− p可能為負數，在 z = a, b產生

極點，因此我們可以將分支切割設定在區間 [a, b]。考慮以下路徑

ψ1

ψ2

γ2γ1

a b

其中ψ1及ψ2分別位於實數軸上下方，距離 ϵ， γ1及 γ2分別是原點位於 a, b的兩個小圓弧，半徑

皆為 r，他們共同組成一個「骨頭型」的環路。注意到

f(z) = |f(z)| ei arg f (4.15)

現在我們計算ψ1的路徑積分，利用 z = t+ iϵ, t = b ∼ a進行變數變換∫
ψ1

f(z) dz =

∫ a

b

|f(t+ iϵ)| ei arg f dt

= −e2πi(1−p)
∫ b

a

|t+ iϵ− a|p |b− t− iϵ|1−p dt

= −e−2pπi

∫ b

a

(t− a)p (b− t)1−p dt (4.16)

其中我們用到了極限 ϵ → 0進行估計。而對於ψ2的路徑積分，因為 arg f = 0，其值即為原式積

分，我們將其表示為 I。因此 (∫
ψ1

+

∫
ψ2

)
f(z) dz =

(
1− e−2pπi

)
I (4.17)

接著我們計算 γ1的路徑積分，利用 z = a+ reiθ, θ = 0 ∼ 2π進行變數變換∫
γ1

f(z) dz =

∫ 2π

0

(
reiθ
)p (

b− a+ reiθ
)1−p

ireiθdθ ∝ rp+1 (4.18)

利用極限 r → 0，且 p + 1 > 0，因此 γ1的路徑積分會趨近於 0；同理，對 γ2路徑做積分也會趨

近於 0。

有著作權，侵害必究 12



4 分支切割與多值函數的瑕積分 Chocomint

由於環路包含分支切割，我們可以考慮無窮遠處的留數

Res
z=∞

{f(z)} = −Res
z=0

{
1

z2

(
1

z
− a

)p(
b− 1

z

)1−p
}

= −Res
z=0

{
1

z3
(1− az)p (bz − 1)1−p

}
= − 1

2!
lim
z→0

d2

dz2
[
(1− az)p (bz − 1)1−p

]
= −1

2
lim
z→0

p(p− 1)(a− b)2(1− az)p−2(bz − 1)−p−1

= −1

2
p(p− 1)(a− b)2 eπi(−p−1)

=
1

2
p(p− 1)(a− b)2 e−pπi (4.19)

由留數定理可以得到∮
f(z) dz = −2πi · 1

2
p(p− 1)(a− b)2 e−pπi =

(∫
ψ1

+

∫
ψ2

)
f(z) dz (4.20)

因此

I =
p(1− p)(a− b)2 πi e−pπi

1− e−2pπi
=

1

2
p(1− p)(a− b)2π

2i

epπ − e−pπ
=
p(1− p)(a− b)2π

2 sin(pπ)
(4.21)

Example 4.3. 計算定積分 ∫ 1

−1

√
1− x2

1 + x2
dx (4.22)

Sol. 考慮函數

f(z) =

√
1− z2

1 + z2
=

(1 + z)1/2(1− z)1/2

1 + z2
(4.23)

同上題，我們可以選用以下路徑

ψ1

ψ2

γ2γ1

−1 1

+i

−i

如前一題假設，我們設 arg(1 + z) ∈ (−π, π]

arg(1− z) ∈ [0, 2π)
(4.24)
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4 分支切割與多值函數的瑕積分 Chocomint

現在我們考慮ψ1與ψ2的路徑積分，直接由從前一題的討論易知∮
f(z) dz =

(∫
ψ1

+

∫
ψ2

)
f(z) dz =

(
−e−πi + 1

) ∫ 1

−1

f(z) dz = 2I (4.25)

計算無窮遠處的留數

Res
z=∞

{f(z)} = −Res
z=0

{
1

z2

√
1− 1/z2

1 + 1/z2

}

= −Res
z=0

{ √
z2 − 1

z(1 + z2)

}
= − lim

z→0
z

√
z2 − 1

z(1 + z2)

= −i (4.26)

接著計算在 i與−i的留數，需特別注意到 arg f在兩個位置不相同

Res
z=i

{f(z)} = lim
z→i

(z − i)
(1 + z)1/2(1− z)1/2

1 + z2
= −

√
2

2i
(4.27)

Res
z=−i

{f(z)} = lim
z→−i

(z + i)
(1 + z)1/2(1− z)1/2

1 + z2
= −

√
2

2i
(4.28)

由於極點皆在路徑之外，我們可以反向使用留數定理，即∮
f(z) dz = −2πi

(
Res
z=∞

{f(z)}+Res
z=i

{f(z)}+ Res
z=−i

{f(z)}
)

= −2πi
(
−i+

√
2i
)

= 2π
(√

2− 1
)

(4.29)

因此

I = π
(√

2− 1
)

(4.30)
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5 其他積分 Chocomint

5 其其其他他他積積積分分分

Example 5.1. 證明 ∫ π

0

ln(sinx) dx = −π ln 2 (5.1)

Sol. 將 sinx轉換為 eix之表達式

f(z) = ln

(
eiz − e−iz

2i

)
= ln

(
eiz − e−iz

)
− ln(2i) (5.2)

考慮以下路徑

0 π

iH π + iH

γ1 γ2

Γ

首先對於Γ路徑的積分，我們以 z = k + iH行變數變換後化簡∫
Γ

f(z) dz =

∫ 0

π

ln
(
ei(k+iH) − e−i(k+iH)

)
− ln(2i) dk

=

∫ π

0

ln 2 +
π

2
i− ln

(
e−H+ik − eH−ik

)
dk

=

∫ π

0

ln 2 +
π

2
i− (iπ +H − ik) dk

= π ln 2− πH (5.3)

注意到我們取H → ∞，因此 e−H+ik → 0。接著我們對路徑 γ1做路徑積分，以 z = it行變數變

換後化簡 ∫
γ1

f(z) dz =

∫ 0

H

ln
(
ei(it) − e−i(it)

)
− ln(2i) (i dt)

= i

∫ 0

H

ln
(
e−t − et

)
− ln(2i) dt

= −i
∫ H

0

ln
(
et − e−t

)
+ iπ − ln(2i) dt (5.4)
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5 其他積分 Chocomint

同理， γ2之路徑積分為∫
γ2

f(z) dz =

∫ H

0

ln
(
ei(π+it) − e−i(π+it)

)
− ln(2i) (i dt)

= i

∫ H

0

ln
(
et − e−t

)
− ln(2i) dt (5.5)

由上面兩個路徑積分不難得到 (∫
γ1

+

∫
γ2

)
f(z) dz = πH (5.6)

由於路經內沒有極點，由留數定理可得(∫ π

0

+

∫
γ1

+

∫
γ2

+

∫
Γ

)
f(z) dz = 0 (5.7)

因此原式積分為 ∫ π

0

f(z) dz = −π ln 2 (5.8)

Example 5.2. 證明 ∫ ∞

−∞

x

sinhx
dx =

π2

2
(5.9)

Proof. 考慮函數

f(z) =
z

sinh z
=

2z

ez − e−z
(5.10)

考慮以下路徑

R−R

πi

Γ1Γ2

ψ1ψ2

γ

對於Γ1及Γ2的路徑積分，由於 limR→∞ f(R+ it) = 0，由ML不等式可知其積分值≤ 0 · π = 0。

接著我們計算ψ1與ψ2的路徑積分(∫
ψ1

+

∫
ψ1

)
f(z) dz =

∫ ϵ

R

2(t+ iπ)

et+iπ − e−t−iπ
dt+

∫ −R

−ϵ

2(t+ iπ)

et+iπ − e−t−iπ
dt

=

∫ R

ϵ

2(t+ iπ)

et − e−t
dt+

∫ −ϵ

−R

2(t+ iπ)

et − e−t
dt (5.11)
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5 其他積分 Chocomint

利用極限 ϵ→ 0, R → ∞，上式可化簡為∫ ∞

−∞

2t+ 2iπ

et − e−t
dt = I + 2πi · P.V.

∫ ∞

−∞

1

et − e−t
dt (5.12)

由於第二項的被積函數為奇函數，因此其積分主值為 0。另外，我們定義 I為原題積分值。接

著，我們考慮 γ的路徑積分，使用 z = πi+ ϵeiθ, θ = 0 ∼ −π做變數變換∫
γ

f(z) dz =

∫ −π

0

2(πi+ ϵeiθ)

eπi+ϵeiθ − e−πi−ϵeiθ
iϵeiθ dθ

=

∫ 0

−π

−2πϵeiθ + iϵ2e2iθ

eϵeiθ − e−ϵeiθ
dθ (5.13)

利用極限 ϵ→ 0並使用羅必達法則，上式可變為

lim
ϵ→0

∫ 0

−π

−2πeiθ + 2iϵe2iθ

eiθeϵeiθ + eiθe−ϵeiθ
dθ =

∫ −π

0

π dθ = −π2 (5.14)

最後，因為環路中沒有極點，我們由留數定理可知

0 =

(∫ ∞

−∞
+

∫
Γ1

+

∫
Γ2

+

∫
ψ1

+

∫
ψ2

+

∫
γ

)
f(z) dz = 2I + (−π2) (5.15)

因此

I =

∫ ∞

−∞

x

sinhx
dx =

π2

2
(5.16)
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6 無窮和 Chocomint

6 無無無窮窮窮和和和

考慮函數

f(z) =
π cotπz

p(z)
(6.1)

其中 p(z)為次數大於 2次的實係數多項式。由於 cot(kπ)在 k ∈ Z時有簡單極點，因此 f(z)的所

有極點位於 z ∈ Z以及 p(z)的所有零點 zp1 , zp2 , ..., zpr。現在我們考慮一個邊長為R的正方形路

徑C如下

C

zpk

R−R

而N大到足以包含極點 zp1 , zp2 , ..., zpr以及簡單極點 z = 0,±1,±2, ...,±N，因此由留數定理我們
知道 ∮

C

π cot πz

p(z)
dz = 2πi

[
N∑

n=−N

Res
z=n

{
π cotπz

p(z)

}
+

r∑
k=1

Res
z=zpk

{
π cotπz

p(z)

}]
(6.2)

由於左式之環積分在N → ∞時會趨近於 0，因此

∞∑
n=−∞

Res
z=n

{
π cotπz

p(z)

}
= −

r∑
k=1

Res
z=zpk

{
π cot πz

p(z)

}
(6.3)

計算左邊的留數，我們不難得到

Res
z=n

{
π cot πz

p(z)

}
=

1

p(n)
(6.4)

因此
∞∑

n=−∞

1

p(n)
= −

r∑
k=1

Res
z=zpk

{
π cotπz

p(z)

}
(6.5)
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6 無窮和 Chocomint

Example 6.1. 給定 a > 0，計算無窮級數

∞∑
n=1

1

n2 + a2
(6.6)

Sol. 考慮多項式 p(z) = z2 + a2，零點位於 z = ±ai。分別計算極點的留數

Res
z=ai

{
π cot πz

z2 + a2

}
= lim

z→ai
(z − ai)

π cot πz

z2 + a2
=

−π · i coth(aπ)
2ai

= − π

2a
coth(aπ) (6.7)

Res
z=−ai

{
π cotπz

z2 + a2

}
= lim

z→−ai
(z + ai)

π cotπz

z2 + a2
=
π · i coth(aπ)

−2ai
= − π

2a
coth(aπ) (6.8)

故可得
∞∑

n=−∞

1

n2 + a2
=
π

a
coth(aπ) (6.9)

由於

∞∑
n=−∞

1

n2 + a2
=

−1∑
n=−∞

1

n2 + a2
+

1

02 + a2
+

∞∑
n=1

1

n2 + a2
=

1

a2
+ 2

∞∑
n=1

1

n2 + a2
(6.10)

因此原無窮級數為
∞∑
n=1

1

n2 + a2
=

π

2a
coth(aπ)− 1

2a2
(6.11)

Example 6.2 (巴賽爾問題). 證明
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
(6.12)

Proof. 由於 f(z) =
π cot πz

z2
在 z = 0為三階極點，並非簡單極點，因此上述公式需要做修改。

計算 f(z)的留數

Res
z=0

{f(z)} =
1

2!
lim
z→0

d2

dz2

(
z3
π cot πz

z2

)
=
π

2
lim
z→0

2π(πz cot(πz)− 1) csc2(πz)

=
π

2
·
(
−2π

3

)
= −π

2

3
(6.13)
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6 無窮和 Chocomint

除掉n = 0後，無窮級數可寫為

−1∑
n=−∞

1

n2
+

∞∑
n=1

1

n2
= −Res

z=0
{f(z)} =

π2

3
(6.14)

由於 1
n2 的對稱性，因此

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
(6.15)

若無窮級數中包含了 (−1)n，我們需要使用另一個函數來計算。不難計算出

Res
z=n

{
π csc πz

p(z)

}
=

(−1)n

p(n)
(6.16)

因此
∞∑

n=−∞

(−1)n

p(n)
= − Res

z=zpk

{
π csc πz

p(z)

}
(6.17)

Example 6.3. 計算無窮級數
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
(6.18)

Sol. 考慮多項式 p(z) = (2z + 1)3，零點位於 z = −1/2，且為三階。計算留數

Res
z=−1/2

{
π csc πz

(2z + 1)3

}
= lim

z→−1/2

1

2!

d2

dz2

((
z +

1

2

)3
π csc πz

(2z + 1)3

)
=

π

16
lim

z→−1/2

(
π2 csc(πz)

(
cot2(πz) + csc2(πz)

))
=

π

16

(
−π2

)
= −π

3

16
(6.19)

又因為
−1∑

n=−∞

(−1)n

(2n+ 1)3
=

∞∑
n=1

(−1)−n

(−2n+ 1)3
=

∞∑
n=1

(−1)n

(2n− 1)3
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
(6.20)

因此
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
=

1

2

∞∑
n=−∞

(−1)n

(2n+ 1)3
=
π3

32
(6.21)
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7 反拉普拉斯轉換 Chocomint

7 反反反拉拉拉普普普拉拉拉斯斯斯轉轉轉換換換

Theorem 8 (Inverse Laplace Transformation). 若函數 f與 f ′皆在區間 [0,∞)中分段連續，

且 f在 t ≥ 0時有指數階 η，F (s)為其拉普拉斯轉換，則F (s)的反拉普拉斯轉換定義如下

f(t) = L−1{F (s)} =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
estF (s) ds (7.1)

其中 c可為任意大於 η的值。

Theorem 9. 假設F (s)在左半平面Re(s) < c有n個極點 s1, s2, · · · , sn，且 sF (s)在R → ∞有
界(bounded)，則

L−1{F (s)} =
n∑
k=1

Res
s=sk

{
estF (s)

}
(7.2)

Proof. 選用如下路徑

c

c+ iR

c− iR

Γ

當R → ∞時，極點皆位於環路內，因此由留數定理∫ c+i∞

c−i∞
estF (s) ds+

∫
Γ

estF (s) ds = 2πi
n∑
k=1

Res
s=sk

{
estF (s)

}
(7.3)

又易知第二項路徑積分在R → ∞時會趨近於 0，代入反拉普拉斯轉換可得

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
estF (s) ds = L−1{F (s)} =

n∑
k=1

Res
s=sk

{
estF (s)

}
(7.4)
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7 反拉普拉斯轉換 Chocomint

Example 7.1. 求函數

F (s) =
e−2s

(s2 + 1)(s− 3)
(7.5)

之反拉普拉斯轉換

Sol. 函數極點位於 s = ±i, 3，皆為簡單極點。分別計算 estF (s)的留數

Res
s=3

{
estF (s)

}
= lim

s→3

e(t−2)s

s2 + 1
=
e3(t−2)

10
(7.6)

Res
s=i

{
estF (s)

}
= lim

s→i

e(t−2)s

(s+ i)(s− 3)
=

e(t−2)i

2i(i− 3)
= −e

(t−2)i

20i
(i+ 3) (7.7)

Res
s=−i

{
estF (s)

}
= lim

s→−i

e(t−2)s

(s− i)(s− 3)
=

e−(t−2)i

−2i(−i− 3)
= −e

−(t−2)i

20i
(i− 3) (7.8)

因此F (s)的反拉普拉斯轉換為

L−1{F (s)} =
1

10

(
e3(t−2) − e(t−2)i + e−(t−2)i

2
− 3

e(t−2)i + e−(t−2)i

2i

)
=

1

10

(
e3(t−2) − cos(t− 2)− 3 sin(t− 2)

)
(7.9)

特別注意此函數定義域在 t > 2。
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